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О бифуркациях особой точки типа 
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Рассматривается кусочно-гладкое векторное поле Х0 в окрестности его особой точки О на 
линии разрыва поля. Предполагается, что точка О устойчива, в одной полуокрестности U+ 
точки О поле Х0 совпадает с гладким векторным полем, для которого точка О – сложный фокус 
с положительной (отрицательной) первой ляпуновской величиной, а в другой полуокрестности 
U- совпадает с гладким векторным полем, направленным в точках линии пересечения U+ и U- 
внутрь U+ . Описаны бифуркации в окрестности точки О при типичных двухпараметрических 
возмущениях поля Х0.  
Ключевые слова: двумерное многообразие, кусочно-гладкое векторное поле, бифуркации, 
особая точка, периодическая траектория 
 
Кусочно-гладкие векторные поля используются для математического моделирования 
реальных динамических систем с переключениями в теории автоматического управления, 
в механике и в экономике [1, 2]. Их устойчивые периодические траектории описывают 
установившиеся колебательные процессы в таких системах. Имеется довольно много би-
фуркационных «механизмов» рождения периодических траекторий из положения равно-
весия в типичных одно- и двухпараметрических семействах кусочно-гладких векторных 
полей на плоскости [3-14]. Здесь мы рассмотрим еще одну такую бифуркацию.  
1. Кусочно-гладкое векторное поле 
Пусть M – компактное двумерное C -многообразие, D  - разбиение M на компакт-
ные двумерные C -подмногообразия iM , {1,..., }i n , такие, что 1 ... nM M M   , 
i j i jM M M M    при , {1,.., }i j n , i j . Кусочно-гладким векторным полем класса 
rC  ( 1)r   на многообразии M  с разбиением D  назовем элемент топологического вектор-
ного пространства 
1( , ) : ( ) ... ( )
r r r
nM M M  X X XD , где ( )
r
iMX  – топологическое век-
торное пространство векторных полей класса rC  на iM  с 
rC -топологией. Кусочно-
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гладкое векторное поле (1) ( )( ,..., ) ( , )n rX X X M X D  можно отождествить с классом { }X  
касательных векторных полей :X M TM , таких, что ( )( ) ( )iX z X z , если int iz M . 
Эти векторные поля, вообще говоря, разрывны в точках iM . Траекториями векторного 
поля (1) ( )( ,..., ) ( , )n rX X X M X D
 
следуя [1, с. 95] будем называть траектории диффе-
ренциального включения ˆ ( )z X z& , z M , где ( )ˆ ( ) { ( )}iX z X z  при int iz M  и 
ˆ ( )X z  - 
выпуклая оболочка векторов ( ) ( )iX z  и ( ) ( )jX z  при 
i jz M M  .  
2. Особая точка типа полуфокус 
Пусть точка 0 j jO L M M     при некоторых , {1,..., }j j n
   , j j  . Выберем ло-
кальную карту        так, чтобы  
0( ) (0, 0)h O  ,                   
                          
       . 
Рассмотрим векторное поле (1) ( )
0 0 0( ,..., ) ( , )
n rX X X M X D , 1r  . Пусть в карте h  
( )
0 1 1 2 1 2 1 2 2( ) ( , ) / ( , ) /
jX z F z z z F z z z
        . 
Назовем 0O  особой точкой поля 0X  типа «устойчивый полуфокус», если выполня-
ются следующие условия: 





, то есть 
1 2(0,0) (0,0) 0F F
   . 
(А2) 
2 (0,0) 0F
  . 
(А3) Матрица ( (0,0) / )i jF z
  имеет собственные значения 
0 0i  , 0 0  . 
(А4) 
2 1 1 1 2 1( (0,0) (0,0) / (0,0) (0,0) / ) 0F F z F F z
         .  
От произвола в выборе карты h  эти условия не зависят.  
Фазовый портрет поля 0X  в окрестности устойчивого полуфокуса 0O  имеет вид, 
изображенный на рис. 1 б и рис. 2 б [1, с. 182].  
Будем говорить, что 0O  – полуфокус кратности 1, если 0 0  , и 0O  – полуфокус 
кратности 2, если 3r  , 0 0  , а первая ляпуновская величина 1l  [10, с. 254] для вектор-
ного поля ( )0
jX

в точке 0O  отлична от нуля.  
3. Условия и результаты 
Рассмотрим семейство векторных полей (1) ( )( ,..., ) ( , )n rX X X M   X D , зависящих 
от параметра 0  , где 0  – окрестность нуля в   , 1m , такое, что поле 0X  имеет ус-
тойчивый полуфокус 0O . Векторные поля 
( )jX 

 и ( )jX 

 для краткости будем обозначать, 
соответственно, X 
  и X
 . Будем считать, что в карте h   
1 1 2 1 2 1 2 2( ) ( , , ) / ( , , ) /X z G z z z G z z z  
       , 
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где 
1 2 1 2( , ,0) ( , )i iG z z F z z
 , riG C , 1,2i  , 1r  . Продолжим функции iG  на  
     с 
сохранением гладкости. Тогда в окрестности U  будут определены векторные поля 
1 1 2 2: / /X G z G z
       . Для некоторых 0   и окрестности 1 0    нуля в    при лю-
бом 1   система уравнений 1 2( , , ) 0iG z z    ( 1,2i  ) имеет в круге 
2 2 2
1 2 1 2{( , ) : }z z z z    
единственное решение ( )j jz    ( 1,2j  ), при этом ( )
r
j C   , (0) 0j  .  
Пусть семейство X   однопараметрическое: 1m  . Условие  
(В1) 2 (0) / 0     
не зависит от произвола в выборе карты h  и способа продолжения функций iG , 1,2i  .  
Теорема 1. Пусть 0O  – устойчивый полуфокус кратности 1 для векторного поля 
0X  и выполняется условие (В1). Тогда существует окрестность V точки 0O  и число 
0(0, )   такие что фазовые портреты векторных полей X  , ( , )    , в V  имеют 
схемы, изображенные на рис. 1, если 0 0  , и на рис. 2, если 0 0  .  
 
Рис. 1. Бифуркационная диаграмма 
однопараметрического семейства X   в случае 
0 0  .  
 
Рис. 2. Бифуркационная диаграмма 
однопараметрического семейства X   в случае 
0 0  .  
 
Замечание 1. Согласно теореме 1 при однопараметрической деформации общего 
положения векторного поля, имеющего устойчивый полуфокус 0O  кратности 1, в случае 
0 0   в малой окрестности 0O  с точки зрения динамики при изменении параметра ничего 
не происходит: все траектории  -предельны к устойчивому положению равновесия. В 
случае 0 0   происходит бифуркация, аналогичная бифуркации Андронова-Хопфа слож-
ного фокуса: при изменении параметра положение равновесия теряет устойчивость и из 
него рождается устойчивая периодическая траектория. В отличие от бифуркации Андро-
нова-Хопфа, где амплитуда рождающейся периодической траектории имеет порядок  , 
здесь у нее порядок  . 
Замечание 2. В [1, с. 184, 187] особая точка, названная здесь устойчивым полуфоку-
сом кратности 1, перечислена среди особых точек первой степени негрубости. Однако ее 
бифуркации там явно не описаны, хотя в силу замечания 1 они того заслуживают.  
Доказательство теоремы 1 можно получить, следуя [1, с. 184 – 187]. 
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Будем теперь считать, что семейство X   двухпараметрическое: 2m , а поле 0X  
имеет устойчивый полуфокус 0O  кратности 2. Кроме того, пусть 5r  . Матрица 
1 2( ( ( ), ( ), ) / )i jG z       при 
2  , где 2  – достаточно малая окрестность нуля в 1 , 
имеет комплексные собственные значения ( ) ( )i    , ( ) 0   , (0) 0  , 0(0)  , 
1( ), ( ) rC     .  
Условие  
(В2) Векторы 2 (0) / 0    и (0) /    линейно независимы 
не зависит от произвола в выборе карты h  и способа продолжения функций iG , 1,2i  .  
При выполнении условия (В2) мы можем выбрать в некоторой окрестности 3 2   
нуля в локальные 1rC  -координаты 1 2( , )   так, что 2 1( )   , 2( )   . Далее фиксируем 
эти координаты, и будем отождествлять   со строкой 1 2( , )   и считать 
3 2
0 0( , )     .  
Теорема 2. Пусть 0O  – устойчивый полуфокус кратности 2 для векторного поля 
0X  и выполняется условие (В2). Тогда существует окрестность V  точки 0O  и число 
0(0, )  , такие что  
1) граница V является кусочно-гладкой замкнутой кривой, в точках которой тра-
ектории поля входят в V при возрастании времени и выходят из V  при убывании време-
ни; 
2) если первая ляпуновская величина 1 0l  , то бифуркационная диаграмма семейст-
ва векторных полей X  , 
2( , )    , в V представляет разбиение 2( , )   на множества  
0 : {(0,0)}B  , 1 1 2 1: { : (0, ), ( )}B         , где : (0, ) ( ,0)    , 
1C  , 2( ) ( )O   , 
1 1 1 2: { : (0, ), ( ) 0}E          , 2 : (0, ) {0}B   , 2 : (0, ) (0, )E    , 3 : {0} (0, )B   , 
3 : ( ,0) ( , )E       , 4 : {0} ( ,0)B    , 4 1 2 1: { : (0, ), ( )}E            , 
а схемы соответствующих им векторных полей X   изображены на рис. 3;  
3) если первая ляпуновская величина 1 0l  , то бифуркационная диаграмма семейст-
ва векторных полей X  , 
2( , )    , в V представляет разбиение 2( , )   на множества  
0 : {(0,0)}B  , 1 : (0, ) {0}B   , 2 1 2 1: { : (0, ), ( )}B         , 
1 1 2 1: { : (0, ), 0 ( )}E          , 2 1 1 2: { : (0, ), ( ) }E           , 
где : (0, ) (0, )   , 1C  , 2( ) ( )O   ,  
3 : {0} (0, )B   , 3 : ( ,0) ( , )E       , 4 : {0} ( ,0)B    , 4 : (0, ) ( ,0)E     , 
а схемы соответствующих им векторных полей X   изображены на рис. 4.  
Доказательство теоремы 2 в случае 1 0l   приведено в следующем разделе. Случай 
 рассматривается аналогично.  
 
1 0l 
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Рис. 3. Бифуркационная диаграмма двухпараметрического семейства X   в случае 1 0l  . 
 
 
Рис. 4. Бифуркационная диаграмма двухпараметрического семейства X   в случае 1 0l  . 
4. Доказательство теоремы 2 
В координатах 1 1 1( )y z    , 2 2 2 2 1( )y z z       получаем  
1 1 2 1 2 1 2 2( ) ( , , ) / ( , , ) /X z P y y y P y y y  
        , 
где r
iP C
 , (0,0, ) 0iP 
  , 1 2( ) : (0,0, ) / ( ( ), ( ), ) /ij i j i ja P y G z      
      , , 1, 2i j  , а 
дуга :
j j
L M M U     задается уравнением 2 1y   . Так как ( ) 0   , то 21( ) 0a   . 
Обозначим       
   – локальную карту, вводящую в U  координаты  
1 21 1 2 11 2 2 2( ) ( ( )) , ( )x a y a y x y         . 
Учитывая, что 2( )   , из [9, с. 143] получаем, что в этой карте векторное поле X 
  
имеет вид 
1 1 2 1 2 1 2 2( ) ( , , ) / ( , , ) /X z Q x x x Q x x x  
        , где  
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1 1 2 2 1 2 1 1 2( , , ) ( ) ( , , )Q x x x x r x x    
    , 2 1 2 1 2 2 2 1 2( , , ) ( ) ( , , )Q x x x x r x x    




 , (0,0, ) (0,0, ) / 0i i jr r x     , , 1, 2i j  . 
Дуга L  в этих координатах задается уравнением 2 1( )x     . Векторное поле X 
  
касается L  в точке S  с координатой 1x , которая находится из уравнения 
2 1 1( , ( ) , ) 0Q x    
   . Поскольку 
1 12 1 1 0 2 1 1 1 0
( , ( ) , ) ( , ( ) , ) / 0x xQ x Q x         
 
         , 
12 1 1 1 0 0
( , ( ) , ) / 0xQ x x     

      , 
то по теореме о неявной функции существуют такие числа 1 0v   и 1 0(0, )  , что 
2
1 1( , )      это уравнение имеет на интервале 1 1( , )v v  единственное решение 1 ( )x s  , 
1( ) rs C   , (0) 0s  , 1(0) / 0s    , при этом  
 1 1 1( , )x v v    2 1 1 1sgn ( , ( ) , ) sgn( ( ))Q x x s    
    . (2) 
Так как точка 1(0,0)O h 
  – особая точка векторного поля X 
  и при 1 0   она 
принадлежит L , то 2(0, ) 0s   . Поэтому  
 1 1( ) ( )s s   , где 
2
1( )
rs C   , 1(0) 0s  . (3) 
Пусть в карте h  
( )
1 1 2 1 2 1 2 2( ) ( , , ) / ( , , ) /
jX z Q x x x Q x x x  
        . Так как при 0   
замена координат 1
0 1 2 1 2: ( , ) ( , )h h z z x x
o a  переводит полуплоскость 2 0z   в полуплос-
кость 2 0x  , то из условия (А2) получаем 2 (0,0,0) 0Q
  . Поэтому числа 1 0v   и 1  можно 
считать выбранными столь малыми, что 1 1 1( , )x v v    2 1 1( , )x v v  
2
1 1( , )      
 
2 1 2( , , ) 0Q x x 
   (4) 
и определена функция 
 1
1 1 2 2 1 2 2 1 1( , ) : [( )( ) ]( , ( ) , )
LQ x Q Q Q Q Q Q x              . (5) 
Ввиду (2) и (4) в точке z L  с координатой 1 ( )x s   существует единственный век-
тор ( )LX z  из выпуклой оболочки векторов ( )X z
  и ( )X z
 , касающийся L . В координа-
тах 1x , 2x  1 1( ) ( , ) /
L LX z Q x x    . В координатах 1 2( , )z z  0 1 1( ) ( ) /
L LX z F z z   , где  
1
1 1 2 2 1 2 2 1( ) [( )( ) ]( ,0)
LF z F F F F F F z         . 
Вследствие (А1) , (А2) и (А4) 
(0) 0LF  , 
2 1 1 1 2 1 2( ) (0) ( (0,0) (0,0) / (0,0) (0,0) / ) / (0,0) 0
LF F F z F F z F            . 
Но тогда и 
 (0,0) 0LQ  , 
1(0,0) / 0
LQ x   . (6) 
Из (1), (5) и (6) по теореме о неявной функции получаем что существуют числа 
1(0, )v v , 2 1(0, )   и 
1rC  -функция 2
2 2: ( , ) ( , )a v v    , такие, что (0) 0a  , 
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 2
1 0 1(0) / / (0,0) /
La Q x       , (7) 
 1 [ , ]x v v    1 1sgn ( , ) sgn( ( ))
LQ x x a    . (8) 
Так как при 2(0, )   (0, ) 0
LQ   , то из (8) следует, что 2(0, ) 0a   . Отсюда и из (7) 
получаем, что  
 
0 1 1( ) [ / (0,0) / (1)]
La Q x o       . (9) 
Из (3), (9) и (6) следует, что число 3 2(0, )   можно выбрать так, что 
 2
3 3( , )      1sgn( ( ) ( )) sgna s    , (10) 
причем ( ) ( , )s v v   . 
В полярных координатах ( , )  , 1 cosx   , 2 sinx    имеем 
2( ) ( ( , , )) / ( ( ) ( , , )) /X z F            
         , 
где ( , , )F     и ( , , )    – 1rC  -функции, 2 -периодические по  , такие, что  
(0, , ) (0, , ) (0, , ) 0F F         [10, с. 249]. 
При достаточно малых 1 (0, )u v  и 4 3(0, )   для любых 0 [0,2 ]  , 10 u u  , 
2
4 4( , )     определено решение 0( , , , )R u    , ( ,5 )    , уравнения  
2 ( , , )
( ) ( , , )
Fd
d
    





удовлетворяющее начальному условию 0 0( , , , )R u u    ; при этом 
1rR C  . Тогда 
0 0 0( , , ) ( 2 , , , )f R          – функция последования по траекториям поля X 
  на луче 
0  . Рассмотрим также функцию расхождения 0 0( , , ) : ( , , )d u f u u     . Из условий 






rc C  , 43
rc C  , 3 0 1(0, ,0) 0c l    – первая ляпуновская величина сложного фокуса 0O  
векторного поля 
0X
 , а 
22 0 0
( , ) 0c      и потому 
 2 0 2 0( , ) ( , )c c     , где 
4rc C  . (12) 
Согласно [10] числа 2 1(0, )u u  и 5 4(0, )   можно считать выбранными так, что, 
если 5 5 5( , ) [0, )      , то 
 
то есть векторное поле X 
 , и, тем более, векторное поле ( )jX 

, не имеет замкнутых траек-
торий в области W , задаваемой в карте h  неравенством 
2 2 2
1 2 2x x u   ( 20 u  ) , а если 
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5 5 5( , ) ( ,0)       , то векторное поле X 
  имеет в W  единственную, причем грубую 
неустойчивую периодическую траекторию.  
Уменьшив при необходимости 2u  и 5 , будем также иметь 
 2[0, ]u u 
2
5 5( , )      1 3 0 10 / 2 ( , , ) 2l c u l    . (14) 
 3 3 3( , ) ( ,0)        2 2 0exp(2 / ( )) 1 /      . (15) 
Пусть 2(0, )u u . Обозначим V
  множество, задаваемое в карте 0h  неравенствами 
2 2 2
1 2x x u  , 2 0x  . Его граница состоит из дуги L L  , с концами в точках 
1
0 ( ,0)K h u
 
   и дуги 
 : 2 2 2
1 2x x u  , 2 0x  . При достаточно малом u  векторное поле 
0X
  трансверсально дуге   и во всех ее точках, кроме точки K  , направлено внутрь V  . 
Фиксируем такое u . При достаточно малом 6 5(0, )   векторное поле X 
  2
6 6( , )    , 
в точках \ K   направлено внутрь V  , дуга L  принадлежит дуге 
1(( , ) {0})h v v
   , а точ-
ка S  лежит внутри L . Пусть              – такая 
1C -функция, что : ( ) 0u   , 
1 ( ) 0v u    при ( , )u u u   . Ввиду (4) дуга 
  с концами в точках K   и K  , задавае-





. Обозначим V   (V ) открытое 
подмножество множество U , ограниченное L    (
     ). Уменьшив при необхо-
димости 6 , мы можем считать, что при 
2
6 6( , )     поле 
( )jX 

 в точках \{ , }K K    
направлено внутрь V  , а ( ) ( , )a u u    . Учитывая (4) и (8), в итоге получаем, что при 
2
6 6( , )     все траектории поля X   в точках   входят в V , в точках дуги 
1(( ( ), ] {0})L h s u 
 
    входят внутрь V
 , а дуга 1(( , ( )) {0})L h u s 
 
     локально инва-
риантна для поля X  .  
Выбрав 6  достаточно малым, мы также можем считать, что V W
   при всех 
2
6 6( , )    . 
Полярные координаты точки S , 6 6 6(0, ) ( , )      : 1ˆ ( ) ( )       , где обозна-
чено 
2 2
1( ) : ( ) ( )s        и 1ˆ( ) arcctg ( ( ) / ( ))s         .  
При 6 6 6(0, ) ( , )       определена функция 
 
Ввиду (13) 
 1 6(0, )   1( ,0) 0  . (16) 
Пусть 1N  – наибольшее значение ( )   на 
2
5 5[ , ]  , а 2N  – наибольшее значение 
0| ( , ) |c    на 
2
5 5[0,2 ] [ , ]    . При 6 6(0, ) ( ,0)      из (11), (12), (14) и (15) получаем 
 2 2
2 0 2 1 1 2 1 1 1( ) / 2N N l N         . (17) 
Пусть 2
1 1 06 /K l N   , а 6 0 1 20 min{ , / 2 , 1/ }N N K     . Тогда из (17) следует, что  
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1 (0, )  
2 2 2 2 2 2 2
1 1 0 2 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1 1( , ) [ ( / ) 2 ] [ / 2 2 ]K K N N l N K l N l N                    , 
и потому 
 1 (0, )    
2
1 1( , ) 0K    . (18) 






2 1 3 1
( ) [(2 / ( )) (2 ( ) / ( ))]exp(2 / ( ))
ˆ ˆ ˆ[ ( ( ), ) ( )] [ ( ( ), ( ), ) ( )]c c
 
 
           
              
    
  
 
первое слагаемое при 0   стремится к 02 /  , а два других к нулю. Поэтому   можно 
считать выбранным столь малым, что 
 (0, ) ( ,0)       
2
( ) 0   . (19) 
Из (16), (18) и (19) следует, что существует 1C -функция : (0, ) ( ,0)    , 
2( ) ( )O   , такая, что 
 (0, ) ( ,0)       2 1sgn ( ) sgn( ( ))      . (20) 
Определим теперь множества iB  ( 0,1,2,3,4i  ) и jE  ( 1,2,3,4j  ) так, как в форму-
лировке теоремы.  
При 2 2 1E B E     из (20) следует, что положительная полутраектория ( )L S
  по-
ля X 
 , начинающаяся в точке S , содержит точку с полярными координатами 
ˆ ˆ ˆ( ( ), ( ) 2 , ) ( )f           , ˆ( )   , и потому принадлежащую V  . Поскольку мно-
жество V   выбрано так, что положительная полутраектория поля X 
 , начинающаяся в 
его точке может выйти из V   только через дугу L , то ( )L S
  пересекается с дугой L , 
причем ввиду (3) в единственной точке T , отличной от S . Вследствие (9) и (11) объеди-
нение дуги ( )L S
  между точками S  и T  с дугой L


 между теми же точками является 
периодической траекторией   поля X .  
Так как при 2 2E B    O – неустойчивый фокус, а замкнутых траекторий поле X 
  
в V W
   не имеет, то положительная полутраектория поля X , начинающаяся в любой 
точке из \V O , пересекает дугу L


 и потому начиная с некоторого момента времени сов-
падает с  .  
При 1E   отрицательные полутраектории поля X 
 , начинающиеся в точках облас-
ти , ограниченной  , а также в точках дуги  между S  и T , отличных от T , не мо-
гут выйти из G . Поскольку при этом точка  устойчивый фокус, то указанные полутра-
ектории  -предельны к неустойчивой замкнутой траектории  . Положительные полу-
траектории поля , начинающиеся в точках между  и   ,   и V    пересекают 
дугу  и потому начиная с некоторого момента времени совпадают с . Таким, обра-
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ласти, ограниченной , отличные от ,  -предельны   и  -предельны к . Отри-
цательные полутраектории поля , начинающиеся в точках между   и  , выходят из 
окрестности V .  
При 1B   из (20) следует, что через точку S  проходит периодическая траектория 
поля X 
 , которую также обозначим . Поскольку других замкнутых траекторий в V   у 
поля X 
  нет, а фокус  устойчив, то все траектории в области, ограниченной  , отлич-
ные от O ,  --предельны  и  -предельны к . Положительные полутраектории поля 
, начинающиеся в точках между   и  , пересекают дугу L


 и потому, начиная с не-
которого момента времени, совпадают с  ; соответствующие отрицательные полутраек-
тории выходят из V . 
Пусть . Положительная полутраектория поля или (а) остается в intV  , на-
чиная с некоторого момента времени, или (б) пересекается с дугой . Векторное поле 
X 
  может иметь в V  только грубую неустойчивую замкнутую траекторию. Поэтому, в 
случае (а) она  -предельна к фокусу O . Положительная полутраектория поля X 
 , начи-
нающаяся в точке S , содержит точку  с полярными координатами 
ˆ ˆ ˆ( ( ), ( ) 2 , ) ( )f           , ˆ( )   , принадлежащую intV  . Вследствие (3) вся дуга 
     этой полутраектории между точками S  и C , за исключением точки S , принадле-
жит intV  . Положительная полутраектория ( )L C
  поля X 
 , начинающаяся в точке C , 
не выходит из области, принадлежащей intV  , ограниченной замкнутой кривой, состав-
ленной из      и отрезка полярного луча между точками S  и C , и потому  -предельна 
к O . В случае (б) положительная полутраектория поля X , пересекающаяся с дугой , 
начиная с некоторого момента совпадает с ( )L C
  и также  -предельна к .  
Пусть 0 3 4B B B    . Особая точка O  лежит на дуге L  и ввиду (11) совпадает с 
точкой . Из (9) следует, что все траектории поля LX    -предельна к . Любая поло-
жительная полутраектория поля X , начинающаяся в V , с некоторого момента времени 
попадает на  и потому  -предельна к O . Все отрицательные полутраектории, начи-
нающиеся в \V O , выходят из . 
Пусть 3E  . Из (9) и (11) следует, что на дуге  лежит особая точка 
1( ( ),0)A h a  
 , отличная от O , к которой -предельны все траектории поля , начи-
нающиеся в точках дуги . Любая положительная полутраектория поля , начинаю-
щаяся в , с некоторого момента времени попадает на L  и потому также  -предельна к 
A . Отрицательные полутраектории, начинающиеся в точках дуги 
1( ( ), ( )] {0})h a s  
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либо кончаются в точке S  , либо выходят из V , а отрицательные полутраектории, начи-
нающиеся в точках 1\ ([ ( ), ( )] {0})V h a s  
  , выходят из V . 
Заключение 
В работе описаны бифуркационные диаграммы для двухпараметрических деформа-
ций общего положения особой точки типа полуфокус, лежащей на линии разрыва кусоч-
но-гладкого векторного поля. Указаны области параметров, при которых векторное поле 
имеет периодические траектории.  
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For the processes described by dynamical systems, closed trajectories of dynamical sys-
tems are in line with periodic oscillations. Therefore, there is a considerable interest in describ-
ing the bifurcations of the generation of closed trajectories from equilibrium when the parame-
ters change. In typical one-parameter and two-parameter families of smooth dynamical systems 
on a plane, closed trajectories can be generated only from equilibrium – weak focus. In mathe-
matical modeling in the theory of automatic control, in mechanics and in other applications, 
piecewise smooth dynamical systems are often used. For them, there are other bifurcations of the 
generation of closed trajectories from equilibrium. The paper describes one of them, which is a 
typical family of dynamical systems specified by a piecewise smooth vector field on a two-
dimensional manifold depending on two small parameters. It is assumed that for zero values of 
the parameters the vector field has a singular point O on the line of discontinuity of the field, and 
the point O is stable; in one half-neighborhood of the point O the field coincides with a smooth 
vector field for which the point O is a weak focus with positive (negative) first Lyapunov value, 
and in the other half-neighborhood it coincides with a smooth vector field directed at the points 
of the line of discontinuity inside the first of the semi-neighborhoods. The paper describes bifur-
cations in the neighborhood of the point O as the parameters change, in particular, indicating the 
regions of the parameters for which the vector field has a stable closed trajectory. 
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